
Clase 2: Limites
22 de abril de 2008En esta lase nos dediaremos a estudiar los oneptos de Conjuntos abiertos y erradosasí omo onjunto de frontera, para luego introduir la noión de limite en R

31. Conjuntos abiertosDe�niión 1. Diso unitario:Sean x0 ∈ R
n y r > 0. Dr(x0) = {x0 ∈ R

n : ‖x − xo‖ < r} Diso abierto (o bola abierta) deentro x0 y radio r.Ejemplo 1. n = 1 Intervalo abierto en la reta real.
n = 2 Interior del diso abierto.
n = 3 Dr(x0) es el interior de la bola.De�niión 2. Conjunto abierto:Sea U ⊂ R

n. Deimos que U es un onjunto abierto si ∀x ∈ U existe r 0 tal que Dr(x) ⊂ U.Ejemplo 2. 1. En R; U = (0, 1) es abierto. En efeto ∀x ∈ (0, 1), tomando r = 1
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.2. En general, todo diso abierto es un onjunto abierto: U = Dr(x0) es abierto. Enefeto ∀x ∈ Dr(x0), tomando r̃ = r − ‖x − x0‖ tenemos que: si y ∈ Dr̃(x) entones

‖y−x‖ < r̃ = r−‖x−x0‖, luego ‖y−x0‖ ≤ ‖y−x‖+‖x−x0‖ < r−‖x−x0‖+‖x−x0‖ =

r ⇒ y ∈ Dr(x0) por lo tanto Dr̃(x) ⊂ Dr(x0).1



Observaión 1. Intuitivamente, un onjunto U es abierto uando los puntosfrontera de U no perteneen a UPor onvenión el onjunto vaío φ es abierto.3. El semiplano superior e inferior son onjuntos abiertos4. El retángulo R {−a < x < a,−b < y < b} es abierto En efeto, ∀x ∈ R, x = (x1, y1)tomando r < a − |x1| y r < b − |y1| o r < min{r < a − |x1|, r < b − |y1}5. {(x, y) ∈ R : x > y}1.1. Veindades y Puntos FronteraDe�niión 3. Veindad:Una veindad V de x ∈ R es un onjunto abierto que ontiene a X. por ejemplos los disosabiertos Dr(x0) son veindades de x0, para ualquier r > 0.De�niión 4. Puntos Frontera:Sea A ⊂ R
n. Deimos que x ∈ R

n es un punto frontera de A si toda veindad de x ontieneal menos un punto en A, al menos un punto fuera de A.Ejemplo 3. 1. En A = (a, b), los puntos frontera son a y b.2. En R
2 = {x : ‖x − x0‖ < r, x0 ∈ R

2, r > 0} los puntos frontera son los del borde.3. Los puntos frontera son:
{(x, y) : a ≤ x ≤ b, y = c} ∪ {(x, y) : a ≤ x ≤ b, y = d} ∪ {(x, y) : c ≤

y ≤ d, x = a} ∪ {(x, y) : c ≤ y ≤ d, x = b}4. los puntos frontera son el borde y x05.Observaión 2. Observe que x puede estar o no en A.Por de�niión, ningun punto de un onjunto abierto A puede ser un punto frontera de
A. En los onjuntos abiertos diremos que x es un punto frontera si y solo si x /∈ A ytoda veindad de x tiene interseión no vaia on A.2



Intuitivamente los puntos los puntos frontera en onjuntos abiertos estan justo en elborde.
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Puntos: interiores, de frontera y externos. Los puntos A y B son puntos internos, elpunto C es un punto de frontera y el punto D es un punto externo. Observe la ubiaión delos entornos en ada uno de los asos.2. LimitesReordemos la de�niión en R de limite: Supongamos f de�nida en un intervalo queontiene a x0, exepto quizás en x0. Entones ĺım
x→x0

f(x) = L; si ∀ǫ > 0 ∃δ > 0 tal que
0 < |x − x0| < δ entones |f(x) − L| < ǫ. Esto también puede interpretarse omo:Para toda Veindad V de L existe una veindad U de x0 tal que si x ∈ U ∩ Dom(f) \ x0entones f(x) ∈ V .En el aso de varias variables tenemos las siguientes de�niiones:De�niión 5. Sea f : A ⊂ R

n −→ R
m y sea x0 ∈ A o un punto frontera de A. entones

ĺım
x→x0

f(x) = b si y solo si para ualquier ǫ > 0 existe un δ > 0 tal que para ualquier x ∈ Aque satisfaga 0 < ‖x − x0‖ < δ se tiene que ‖f(x) − b‖ < ǫDe�niión 6. Sea f : A ⊂ R
n −→ R

m, A es un onjunto abierto, x0 ∈ A o x0 un puntofrontera de A. Deimos que ĺım
x→x0

f(x) = b si dada ualquier veindad V de b existe unaveindad U de x0 tal que x ∈ U ∩ A \ x0, asi f(x) ∈ V uando x tiende a x0.3
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Esquema de la onstruión del Limite en dimensión 3.2.1. Propiedades de los limitesSean f, g : A ⊂ R
n −→ R

m, x0 ∈ A o x0 ∈ ∂(A) (el símbolo ∂(A) signi�a frontera deA), b ∈ R y c ∈ R. entones:i Si ĺım
x→x0

f(x) = b ⇒ ĺım
x→x0

cf(x) = cb.ii 





si ĺım
x→x0

f(x) = b1

y ĺım
x→x0

g(x) = b2

⇒ ĺım
x→x0

(f + g)(x) = b1 + b2.iii Si m = 1, 





si ĺım
x→x0

f(x) = b1

y ĺım
x→x0

g(x) = b2

⇒ ĺım
x→x0

(fg)(x) = b1b2.iv Si m = 1, 





si ĺım
x→x0

f(x) = b 6= 0

y f(x) 6= 0∀x ∈ A
⇒ ĺım

x→x0

1

f(x)
=

1

b
.4



v Si f(x) = (f1(x), ..., fm(x)), fi : A −→ R, i = 1, ..., m entones ĺım
x→x0

f(x) = b = (b1, ..., bm)si y solo si ĺım
x→x0

fi(x) = bi para ada i = 1, ..., m.2.2. Uniidad Del limite






si ĺım
x→x0

f(x) = b1

y ĺım
x→x0

f(x) = b2

⇒ b1 = b2.Para la prueba ver seión 2,7 Marsden and Tromba.Ejemplo 4. 1. Probar por de�niión de veindades que ĺım
x→x0

x = x0 donde (f(x) = x)y x, x0 ∈ R
nDemostraiónSea V una veindad de x0 y sea x → x0, x 6= x0, entones tomando U veindad de

x0 igual a V garantizamos que f(x) = x este en V (pues si x 6= x0 ∈ U entones
f(x) = x ∈ V ya que U = V ).2. ĺım
x→x0

K = k, on k �jo (todo en R
n), f(x) = k.DemostraiónPara toda veindad V de k, tomamos U = R

n (Rn es abierto, ∀y ∈ R
n, ∃r > 0 tq

Br(y) ⊂ R
n) veindad de x0, on x → x0. luego f(x) = k ∈ V . En realidad U puedeser ulaquier veindad que ontenga a x.3. f : R

2 −→ R, la funión esta dada por
f(x, y) = xy

x2+y2+2
,Calular ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y)SoluiónSean {

f1(x, y) = xy ∈ R,

f2(x, y) = x2 + y2 + 2 ∈ R.

ĺım
(x,y)→(0,0)

f1(x, y) = ( ĺım
(x,y)→(0,0)

x)( ĺım
(x,y)→(0,0)

y) = 0,0 = 0

f2(x, y) 6= 0 ∀(x, y) ∈ R
2 y

ĺım
(x,y)→(0,0)

f2(x, y) = ĺım
(x,y)→(0,0)

x2 + ĺım
(x,y)→(0,0)

y2 + ĺım
(x,y)→(0,0)

2 = 0 + 0 + 2 = 2 6= 0por lo tanto 5



ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) =

ĺım
(x,y)→(0,0)

f1(x, y)

ĺım
(x,y)→(0,0)

f2(x, y)
=

0

2
= 0.4. f : R

2 −→ R
3, la funión esta dada por

f(x, y) = (x2y, y + x3, y + 1),alular ĺım
(x,y)→(−1,1)

f(x, y).Soluión
ĺım

(x,y)→(−1,1)
f(x, y) = ( ĺım

(x,y)→(−1,1)
x2y, ĺım

(x,y)→(−1,1)
y + x3, ĺım

(x,y)→(−1,1)
y + 1) = (−1, 0, 0).Observaión 3. Para que ĺım

x→x0

f(x) exista se requiere que f tienda al mismo numero
L por toda urva o trayetoria posible que pase por x0. Así si f(x) no tiende al mismonumero L por dos (2) trayetorias diferentes haia x0, entones el ĺım

x→x0

f(x) no existe.5. f : R
2 −→ R, la funión esta dada por

f(x, y) = (x−y)2

x2+y2 ,Calular ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)SoluiónPara alular ĺım
(x,y)→(0,0)

(x − y)2

x2 + y2
no podemos apliar el teorema de las propiedades, debe-mos estudiar los siguientes asos:

x = 0 ĺım
(x,y)→(0,0)

(x − y)2

x2 + y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)

y2

y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)
1 = 1.

y = 0 ĺım
(x,y)→(0,0)

(x − y)2

x2 + y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)

x2

x2
= ĺım

(x,y)→(0,0)
1 = 1.

y = x ĺım
(x,y)→(0,0)

(x − y)2

x2 + y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)

0

2x2
= ĺım

(x,y)→(0,0)
0 = 0 6= 1.Por lo que el ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y) no existe.6. f : R

2 −→ R, la funión esta dada por
f(x, y) = xy

x2+y2 ,Calular ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)Soluión 6



De manera analoga al aso anterior no podemos apliar el teorema de las propiedades,por lo que debemos estudiar distintos asos:
x = 0 ĺım

(x,y)→(0,0)
f(0, y) = ĺım

(x,y)→(0,0)

0.x

0 + y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)

0

y2
= ĺım

(x,y)→(0,0)
0 = 0.

y = 0 ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, 0) = ĺım
(x,y)→(0,0)

0.y

x2 + 0
= ĺım

(x,y)→(0,0)

0

x2
= ĺım

(x,y)→(0,0)
0 = 0.según la reta y = mx ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y = mx) = ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, mx) = ĺım

(x,y)→(0,0)

xmx

x2 + m2x2
=

ĺım
(x,y)→(0,0)

m

1 + m2
estudiamos dos asos:a si m = 1, i.e y = x,se tine que : ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y) =

1

2b si m = −1, i.e y = x−, se tine que : ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) =
−1

2nótee que a 6=, por lo que el ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) no existe.7. f : R
2 −→ R, la funión esta dada por

f(x, y) = x3y

x6+y2 ,Calular ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y)SoluiónNuevamente no podemos apliar el teorema de las propiedades, por lo que debemosestudiar los asos siguentes:Según las retas y = mx, on m 6= 0 ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y = mx) = ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, mx) =

ĺım
(x,y)→(0,0)

x3mx

x6 + m2x2
= ĺım

(x,y)→(0,0)

mx2

x4 + m2
= 0.Según las retas y = kx2, on k 6= 0 ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y = kx2) = ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, kx2) =

ĺım
(x,y)→(0,0)

x3kx2

x6 + k2x4
= ĺım

(x,y)→(0,0)

mx

x2 + k2
= 0.Según las retas y = x3 ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, y = x3) = ĺım

(x,y)→(0,0)
f(x, x3) = ĺım

(x,y)→(0,0)

x3x3

x6 + x6
=

1

2
.Como las ultimas dos igualdades son distintas, i.e (0 6= 1

2
) podemos deir que :

ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) no existe. 7



8. Sea f : R
2 −→ R, la funión esta dada por

f(x, y) = 2x2y

x2+y2 veri�ar que el limite existe y es igual a ero (0).SoluiónPara resolver este ejemplo vamos a utilizar oordenadas polares.Deir que (x, y) → (0, 0) equivale a deir que en oordenadas polares r → 0 inde-pendientemente del valor de θ, Expresando la funión f(x, y) en oordenadas polares: {

x = r cos(θ);

y = r sin(θ).apliando este ambio a la funión f(x, y) obtenemos la funión:
g(r, θ) =

2r2 cos2(θ)r sin(θ)

r2 cos2(θ) + r2 sin2(θ)
=

2r3 cos2(θ) sin(θ)

r2(cos2(θ) + sin2(θ))
= 2r cos2(θ) sin(θ).luego:

g(r, θ) =

funion aotada
︷ ︸︸ ︷

2 cos2(θ) sin(θ) r
︸︷︷︸funion que tiende a ero para r→0así

ĺım
r→0

g(r, θ) y �nalmente ĺım
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0.
P
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Reuerde que en R
3 a diferenia de R

2, uno se puede aerar a un punto por muhasdireiones, por ejemplo al punto P se puede llegar por medio de: la reta l1, la urva C1 ypor la irunferenia euatorial E.8


